Corrigés des exercices de trigonométrie

. Résoudre algébriquement des équations, des inéquations
Pour les exercices suivants, on utilisera le cercle trigonométrique

Exercice 1
2

Résoudre dans I'intervalle [0 27 ] I’équation cos x =—

Correction :

Ordonnées:
Ordonnées: axe des sinus
axe des sinus
J
B 00 |
- - - 0 Abscisses:
Abscisses: axe des cosinus
axe des cosinus
o \/E cosT = 7§
COSY = ———
2
. T S7w
Les solutions sont S = {——}
Exercice 2
€
A I e o . \/§
Résoudre dans l'intervalle [O 27 ]I équation sin x =—
Correction :
Ordonnées:

Ordonnées: .
i sinx =
axe des sinus

oS

sine = —

2

R

axe des sinus

Abscisses:
axe des cosinus

a
-

)
0 Abscisses:
axe des cosinus

bl

275}
3

Les solutions sont S = {;[



Exercice 3

. . N 1
Résoudre dans I'intervalle ] -, ] I’équation cos x = E

Correction :

Ordonnées: Ordonnées:
axe des sinus axe cles sinus
J
| 0 |
Abscises: ojo Abscisses:
axe des cosinus Y axe des cosinus
COST = 3 COST = %
. T T
Les solutions sont S= {——;—}
3°3
Exercice £
. - e V2
Résoudre dans I'intervalle ] -, ] I'’équation sin x = ———.
Correction :
Ordonnées: . V2 Ordonnées inr = — Q
axe des sinus T T T Ty axe des sinus " T Ty
J
| |
‘Abscisses: o ‘Abscisses:

Exercice 5

axe(es cosinus

axe des cosinus



2
Résoudre dans l'intervalle ]—7[ 3 T ] I'inéquation cos x >7.

Correction :

Ordonnées:
Axe des sinus

4 "2

Abscifses:
axe des cosinus

NG

CO8ZT > —
i 2

Les solutions sont }f;f[
474

€

Exercice 6

Résoudre dans l'intervalle ]—7[ 3 T ] I'inéquation sin x <

Correction :

Ordonnées: V2
axe des sinus ST < —-
J2r _w

0
Abscisses:

axe des cosinus

Les solutions sont

€

Exercice 7

Ordonnées:
axe des sinus

‘Abscisses
axe des cosinus

3
cosT > -
Ordonnées: V2
axe des sinus ST < 5
J
< >
0 |
1 oo
Abscisses:

axe des cosinus



. . o . . 1
Résoudre dans I'intervalle [0 27 ] I'inéquation sin x < 5

Correction :

Ordonnées:

[T

sinz <

axe des sinus

Exercice 8

0
Abscisses:
axe des cosinus

Ordonnées: i 1
- s -
axe des sinus = 92

R

a
-

Résoudre dans I'intervalle [0 127 ] I'inéquation cos x> 0.

Correction :

Ordonnées:
axe des sinus

Abscisses:
axe des cosinus
cosx >0

A
W

L’ensemble des solutions est [0;%[ U 3”;27;}

0
Abscisses:
axe des cosinus

Ordonnées:
axe des sinus

=

J
/: I
L 0|0 Abscisses:
axe des cosinus

cosx =0




Il. Résoudre graphiquement des équations
Exercice 9

On a tracé sur l'intervalle [O 127 ] la représentation graphique de la fonction cosinus.

1
Résoudre graphiquement dans I'intervalle [0 127 ] I’équation cos x = 5

Correction :
1_
0 T T
0 0.5 5.5
-0.54
~14
. . . . T .
Graphigquement, on lit que les solutions sont x; = 1,05 (soit x, —3) et x, =5,25 (soit x, =—).
€ € € €
Exercice 10
On a tracé sur l'intervalle ] -, ] la représentation graphique de la fonction sinus.
Résoudre graphiquement dans l'intervalle ]—7[ ; 7[] I’équation sin x = —7.
Correction :
1.
0.54
T 0 T T T T T
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
-0.54
-11
. . . . T . 2r
Graphiquement, on lit que les solutions sont x; =—1,05 (soit x, __E) et x, =—=2,1 (soit x, =—?).



M. Etudier le signe d’une expression

Exercice 11

On considere la fonction définie sur [0 ; 27[[ par f(x)=2sinx+1.

a. Résoudre, en utilisant le cercle trigonométrique, I'inéquation sin x > —5 sur I'intervalle

[0 27].
b. Endéduire le signe de f(x) sur [O ; 27[[.

Correction :
a. L'ensemble des solutions de

. . . 1
I'inéquation smx>—§ sur

[0 ; 27[[ est [O ; %[U}M ; 275[

6

7mf f‘:\\ / 1lw/8

AN /

b. f(x)>0(:>25inx+1>0(:)ZSinx>—l(:>sinx>—%.

On en déduit alors le signe de f(x) sur [0 ; 27[[, en utilisant a. :

X T 117
0 — —_— 27
6 6
f(x) + 0 _ 0 +
Exercice 12

On considere la fonction définie sur ] -7 ] par f(x)= ZCosx—\E .

3
a. Résoudre, en utilisant le cercle trigonométrique, I'inéquation cos x > 7 sur l'intervalle

|-7:7].



b. Endéduire le signe de f(x) sur] T, ]

Correction :
a. L’ensemble des solutions de e
3 w”"‘f ‘m%\%
I'inéquation cos x >— sur f e S
2 / N\
/ 117 0.5 N 7/6
[0;27[[ est | 0; —| U |— ;27
6 6
0l0O
1 05 0 05

-0.5 1 ;/ 117/6

S s o

b. f(x)>0(:>2cosx—\/§>0(:>2cosx>\/§(:>cosx>§.

On en déduit alors le signe de f(x) sur [0 ; 27[[, en utilisant a. :

X T 117z
0 — —_— 27
6 6
f(x) + 0 _ 0 +
Exercice 13

T
On considere la fonction définie sur ] -, ] par f(x)= Cos(2x+§j .

T
a. Résoudre dans ]—7[ ; 7[] I’équation cos(2x+§j =0.

b. Endéduire le signe de f(x) sur] T, ]

Correction :



Ccos 2x+£ :0@2x+£=£+k27z ou 2x+£:—£+k27£ (ke Z)
3 3 2 3 2
oux=L"" ko ou 2x=-L_-F k2 (ke 2)
2 3 2 3
(:)2x=%+k27[0u 2= i korke )

(:)x=£+k7r ou x=—5—7z+k7[ (ke Z2)
12 12

. ) 1z Sz xn Iz
Dans l'intervalle ]—7Z ; 7[], les solutions sont —— ; —— ; — ; —

12 12712712

§ 0 o™ -
5" s
- ]
—1l%/ o “\
o Y
' 554 4
iﬁ“\k ii‘
N \ yd

) 1z
Sur l'intervalle |—7 ; ———| ,

12
—7r<x<—11—7[ puis—27r<2x<—M et —2E+£<2x+£<—M+£ donc
12 6 3
—7—E<2x+£<—3—7r et cos 2x+z >0;
3 3 2 3
) 1z S
Sur l'intervalle | ———; —| ,
12 12
117 Y4 1 Y4 11z =« T Y4
———<X<—— puis———<2x<——¢et —+—<2x+—<—-—+— donc
12 12 6 6



. St &
Sur l'intervalle |—— ; —| ,
} 12 12{
Y4 T Y 4 T St &« T T 7
——<X<— puis———<2x<— et ——+—<2x+—<—+— donc
12 12 6 6 6 3 3 6 3

—£<2x+£<£et cos 2x+Z >0 ;
2 3 2 3

) r Ix
Sur l'intervalle |— ; —| ,
}12 12[

T ¥4 . T T T T In 7z
—<X<— puis—<2x<— et —+—<2x+—<—+— donc
12 12 6 6 6 3 3 6 3

£<2x+£<3—7[ et cos 2x+Z <0;
2 3 2 3

7
Sur l'intervalle z DT,
12

7_7r<x<7[ puis7—7r<2x <27 et 7—7[+£<2x+£<275+Z donc
12 6 6 3 3 3

3—7[<2x+£<7—ﬂ- et cos 2x+£ >0.
2 3 3 3

On peut alors résumer ces résultats :

X 11z b1 V4 r
- -—— -—— — — T
12 12 12 12
f(x) + 0 - 0 + 0 - 0 +
Iv. Utiliser la parité et la périodicité des fonctions sinus et cosinus
Exercice 14

On considére la fonction f définie sur £ par f(x)= xsin x. Démontrer que f est paire.

Correction :

La fonction f est définie sur £ par f(x)= xsinx.
Pour tout réel x, f(—x)=(—x)sin(—x), or sin(—x) =—sin x, donc

f(=x)=—x(—sin x) = xsin x = f(x) ; la fonction f est donc paire.

Exercice 15
On considére la fonction f définie sur £ par f(x)= x+sinx. Démontrer que f est impaire.

Correction :

La fonction f est définie sur £ par f(x)=x+sinx.

Pour tout réel x, f(—x)=—x+sin(—x) ;or sin(—x) =—sin x, donc



f(=x)=—x—sin(x) =— (x +sin x) =—f(x) ; la fonction f est donc impaire.

Exercice 16

On consideére la fonction f définie sur £ par f(x)=sin2x. Démontrer que f est périodique de

période 7.
Correction :

La fonction f est définie sur £ par f(x)=sin2x. Pour tout réel x,
f(x+7)=sin(2(x+ 7)) =sin(2x+2x) ; or sin(a+27)=sina , donc
f(x+7m)=sin(2x) = f(x) ; la fonction f est donc périodique de période 7

Exercice 17
X T
On considere la fonction f définie sur £ par f(x) =cos (§+Zj . Démontrer que f est périodique de

période 67 .

Correction :
La fonction f est définie sur £ par f(x)=cos (% j

Pour tout réel x, f(x+67[)=cos(x+36ﬂ ”j ( —jzcos(§+%+2n’j,or

Ala

cos(a+2x)=cosa,donc f(x+6x)= COS( 3 j f(x) ; lafonction f est donc périodique

de période 67.

V. Etudier des limites
Exercice 18
. 3sin x
Etudier la limite en 0 de la fonction f définie sur £ par f(x) = .
Correction :
: P . 3sin x
La fonction f est définie sur £ par f(x)= .
sin x _ . sinx . .. .sinx
f(x)=3x%x , or on sait d’apres le cours que lim =1, donc par produit : 1im3 =3
X -0 x x—0 X
Exercice 19

cosx—1

Etudier la limite en O de la fonction fdéfinie sur £~ par fx)= >
X



Correction :

. cosx—1
La fonction fest définie sur £ par f(x)= 2—x .
X
cosx—1 1 cosx—1 N . cosx—1 _
f(x) =———=—X——-—— or on sait d’apres le cours que lim——— =0, donc par produit :
2x 2 X =0 x
. _cosx—1
lim—r""=0.
x—0 2x
Exercice 20

Etudier la limite en 4+co de la fonction fdéfinie sur £ par f(x)=sinx—x.

Correction :

La fonction f est définie sur £ par f(x)=sinx—x.
On sait que, pour tout réel x, —1<sinx <1, donc —1-x<sinx—x<1—x, puis f(x)<1—x.
lim (1 —x) = —oo, donc d’apres le théoreme de comparaison, lim f(x)=—oo.
X—>+oo

xX—>+o0

Exercice 21
Etudier la limite en —oo de la fonction fdéfinie sur £ par f(x)=cos2x+x.

Correction :

La fonction fest définie sur £ par f(x)=cos2x+x.
On sait que, pour tout réel x, —1<cos(2x) <1, donc =1+ x<cos(2x)+x<1+x, puis f(x)<1+x

. lim (14 x) = —oo, donc d’apres le théoreme de comparaison, lim f(x)=—oo.

X——o0

VL. Calculer des dérivées

Exercice 22

On considére la fonction définie sur £ par f(x) = xsinx. Calculer f'(x).

Correction :

La fonction est définie sur £ par f(x)=xsinx.

u(x)=x u'(x)=1
On remarque que f =uXv avec . ;
v(x)=sinx ;v'(x)=cosx

Pour tout réel x, f'(x) =1Xsin x+xXcos x =sin x+ XCcoSx .



Exercice 23

. . e cos x ,
On considere la fonction définie sur £* par f(x) = . Calculer f'(x).
Correction :
CoS X
La fonction est définie sur £* par f(x)= .
u(x)=cosx ;u'(x)=—sinx

u
On remarque que f =— avec ;
v {v(x) =X vix) =1

—(Sin X)X x—COSX _ —XxSin X—COS X

2 2
X X

Pour tout réel x, f'(x)=

Exercice 24
On considére la fonction définie sur £ par f(x) =sin(2x). Calculer f'(x).

Correction :

La fonction est définie sur £ par f(x)=sin(2x).
Onremarque que f =sinuavec u(x)=2x ; u'(x)=2;

On sait que (sin u)'z u'cosu, donc pour tout réel x, f'(x)=2cos(2x).

Exercice 25

T
On considére la fonction définie sur £ par f(x) =cos (%+§j . Calculer f'(x).

Correction :

V4
La fonction est définie sur £ par f(x)=cos (§+§j .
X T . 1
On remarque que f =cosu avec u(x) =5+§ ; u'(x) :E ;

) . L , , 1. (x =«
On sait que (Cosu) =—u'sinu, donc pour tout réel x, f (x)=—§s1n —+—.

VII. Etude d’une fonction

Exercice 26
Soit f la fonction dérivable sur [O;Jt], définie par f(x)= —%COS(ZX) +cos(x) +% .
Vérifier que f’(x)=sin(x)[2cos(x)—1] et en déduire le signe de f’(x) sur [0;7].

Dresser le tableau de variation de fsur [0;7]

Correction :



1 3
La fonction est définie sur [O;TE] ,par f(x)= —ECOS(ZX) +cos(x) +E .
Elle est dérivable sur [O;JT,] et pour tout x de [O;TE] ,

f'(x)= —% (—2sin(2x)) —sin(x)

=sin(2x) —sin(x)
= 2sin(x) cos(x) —sin(x)
= sin(x)[2cos(x)—1]

Sur [O;JI] , sin(x) est positif et s’"annuleenOeten 7 ; f'(x) est donc du signe de 2cos(x)—1.

Sur [0;7], 2cos(x)—1=0<:)cos(x):%<:) xz% et

2005(x)—1>0(:)cos(x)>%=)0$x<%.

On en déduit le tableau de variation de f:

X T
0 — T

3

f'(x) 0 + 0 - 0
2

f 4

2
0
VIII. Pour aller plus loin....Etude de la fonction tangente
Exercice 27
1. Définition

La fonction tangente, notée tan, est la fonction définie pour tout réel x différent de — E + ki, avec

sin x

k entier, par tan x = .
COS X

Valeurs particuliéres a connaitre :
Compléter le tableau suivant

X 0

K
NGRS
W

tanx




2. Propriétés

a. Montrer que, pour tout réel x différent de — 5 + ki, avec k entier, tan(x+ ) =tan x .
La fonction tangente est donc périodique de période 7.
b. Montrer que, pour tout réel x différent de — E + k7, avec k entier, tan(—7) =tan x.

La fonction tangente est donc impaire.

/4
On peut alors réduire I'intervalle d’étude de la fonction tangente a I'intervalle [O ; —{ .
3. Etude de la fonction tangente

a. Montrer que: limtan x = +co.
T

x—o=

”2
x<5
. ) . T . . .
La droite d’équation x = E est donc asymptote a la courbe représentant la fonction tangente.
b. La fonction tangente est dérivable sur { 0; E[ (quotient de deux fonctions dérivables sur

T /4
{O ; E[ , le dénominateur ne s’annulant pas sur [O ; E{ ).

=1+tan’ x.

E 1
Montrer que, pourtoutxde | 0; —| , tan'(x) = >
2 cos” x

- - . T
En déduire le sens de variation de la fonction tangente sur {O ; —[ .

c. Tracer la courbe représentative de la fonction tangente sur [ —27 27 ]

Correction :
1.
X 0 /4 T /4 T
6 4 3
tanx 0 \/g 1 \/g 0
3

T
2. a.Soit x un réel différent de —— + k7, avec k entier,

sin(x+7x) —sinx

tan(x+7) =
cos(x+m) —cosx

=tan x.



T
b. Soit x un réel différent de _E + k7, avec k entier,

sin(—x) —sinx
= =—tanx

tan(—x) =

3.

T
x—o=
2

cos(—x) cosx

L4
x—o=
2

lim tan x = +oo.

T
x—=
2

T
x<—
2

a. limsin x = let limcos x = 0avec cosx >0, lorsque x €

T
0;—| .Donc:
2

. . T . . .
La droite d’équation x = E est donc asymptote a la courbe représentant la fonction tangente.

b.La fonction tangente est dérivable sur

T
0; E (quotient de deux fonctions dérivables sur

T , . T
0; — , le dénominateur ne s’annulant passur | 0 ; —| ).
2 2
. . 2 )
T , CosxXcosx—sin xX(—sinx) cos” x+sin” x 1
Et pourtoutxde | 0 ; —| , tan'(x) = > = 5 =—
2 cos” x cos” x cos” x
2 < 2 2 =2
, cos“ x+sin“x cos”x sin”x )
et tan'(x) = > = —+———=1+tan" x.
cos” x cos“x cos” x
T , . . .
Pourtoutxde | O; E , tan’(x) > 0. La fonction tangente est strictement croissante sur
T
0;—
2
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